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Resumo. No presente trabalho utiliza-se um modelo simplificado que retém os termos ndo-
lineares essenciais para o estudo das oscilacBes ndo-lineares e da instabilidade de cascas
cilindricas sob cargas axiais periddicas. Para isto sdo usadas as equacfes de Donnell para
cascas abatidas, modificadas com a forca transversal de inércia e as forcas de
amortecimento, junto com o método de Ritz para derivar um sistema acoplado de equaces
diferenciais ordinarias de movimento que sdo resolvidas através do método de Runge-Kutta.
Para estudar o comportamento ndo-linear da casca, varias estratégias numeéricas foram
utilizadas a fim de se obter os mapas de Poincaré, pontos fixos estavels e instaveis,
diagramas de bifurcacéo e bacias de atracéo. E dada especial atencdo a determinacéo dos
limites de estabilidade no espaco de controle e a identificacdo do fenbmeno de bifurcacéo
associado com estes limites. Isto pode ajudar a esclarecer com comportamento dinamico
ndo-linear de cascas cilindricas sob cargas axiais periodicas, um topico praticamente
inexplorado na literatura.

Palavras chave: Instabilidade, Dindmica nao-linear, Vibragbes né&o-lineares, Cascas
cilindricas

1. INTRODUCAO.

Cilindros de paredes finas e submetidos a carregamento axial e lateral sdo estruturas
amplamente utilizadas na Engenharia Civil, Mecénica, Aeronautica, Nuclear, etc. Estas
estruturas combinam uma forma geométrica simples com um complexo comportamento
guando submetidas a excitagoes externas.

A interacdo modal em cascas cilindricas sob cargas estéticas € um problema que tem sido
estudado por muitos pesquisadores desde a década de 60. Yamaki publicou em 1984 um
tratado sobre a estabilidade elastica de cascas cilindricas comparando onde sdo apresentados
resultados tedricos e experimentais sobre o comportamento pré e pés-flambagem de cascas
cilindricas sob cargas simples ou combinadas, considerando diferentes condi¢bes de contorno.
Estes resultados mostram que cascas cilindricas apresentam geralmente um comportamento
pos-critico instavel com razodvel sensibilidade a imperfeicdes. Mostra-se também que a



resposta é altamente dependente da forma da solucéo modal. Hunt et al (1986) realizaram um
estudo detalhado sobre a interacd moda em cascas cilindricas, identificando os modos
essenciais para a descricdo correta do comportamento pos-critico inicial e a interacdo entre
estes modos e observando a quebra de simetria gerada por este acoplamento, principais
motivos da ata sensibilidade a imperfeicdes destas estruturas. Os modos essenciais para a
descricdo do comportamento pés-critico inicial foram também estudados por, dentre outros,
Antonini (1990) e Santee (1988).

O conceito de simetria e 0 de quebra de simetria esta relacionado diretamente com o
estudo de perda de estabilidade e de interacdo modal. Sistemas estruturais perfeitos
apresentam certas caracteristicas de simetria, havendo uma tendéncia para estes sistemas
reterem sua simetria ao longo do caminho fundamental de equilibrio. A simetria do sistema
fisico leva a uma simetria dos modos cléssicos de bifurcagdo, no sentido que amplitudes
iguais e opostas geram uma mesma configuracéo deformada pelo que exibem o mesmo valor
de energia potencia total. Os modos de flambagem harménicos de cascas cilindricas sdo
simétricos mas, quando combinados, apresentam consideravel assimetria e as deformacdes
internas sdo totalmente diferentes das deformagdes externas, como é observado no modelo de
Yoshimura (Hunt et al., 1979). Os modos mais importantes s&0 0 modo puramente
circunferencial e 0 modo puramente axial, ambos com o dobro do nimero de ondas do modo
critico (Hunt et al, 1986, Santee, 1988 e Antonini, 1990).

Nayfeh et al (1989) estudaram a interagdo modal em sistema dindmicos analisando as
ressonancias internas um-a-um, dois-a-um e trés-a-um; concluiram que a ressonancia interna
conduz a interagbes modais que sd0 responsaveis por va&ios fendbmenos importantes.
Recentemente, Popov et al (1997) estudaram as bifurcacdes e a instabilidade das solucdes de
cascas cilindricas excitadas parametricamente (carga axia periddica), visando observar o
comportamento dinamico ndo-linear e sua importancia no comportamento da estrutura. Eles
concluem que, como o espectro de freguiéncias de uma casca cilindrica ndo segue uma regra
simples e geramente varias frequiéncias sucessivas estdo muito proximas, esta alta densidade
de freqliéncias facilita a interacdo modal. Este estudo mostra também que uma modelagem
simples, que retém os modos mais importantes no que se refere ao acoplamento modal, torna
possivel a obtencdo de diagramas de bifurcagdo precisos sem grandes dispéndios
computacionais e gque os resultados obtidos estdo em concordancia com os resultados
experimentais. Isto € com uma escolha adequada de modos para descrever o campo de
deslocamentos transversais, a casca cilindrica apresenta, mesmo considerando um pequeno
nimero de modos, um comportamento do tipo “ softening”, caracteristico dos experimentos.

No presente traba ho utiliza-se um modelo simplificado que retém os termos néo-lineares
essenciais para estudar as oscilagcbes néo-lineares e a instabilidade paramétrica de cascas
cilindricas sob cargas axiais periodicas. Para isto sdo usadas as equactes de Donnell para
cascas abatidas (Brush e Almroth, 1975; Y amaki, 1984), modificadas com a forca transversal
de inércia, junto com 0 método de Ritz para derivar um sistema acoplado de equacles
diferenciais ordinarias de movimento que sdo resolvidas através do método de Runge-Kutta.
Para estudar o comportamento ndo-linear da casca, varias estratégias numéricas foram
implementadas a fim de obter os mapas de Poincaré, pontos fixos estéaveis e instaveis,
diagramas de bifurcacio e bacias de atragio. E dada especial atencdo a determinaco dos
limites de estabilidade no espaco de controle e a identificacdo do fenbmeno de bifurcacdo
associado com estes limites. Cabe ressaltar que os estudos anteriores sobre instabilidade
paramétrica de cascas cilindricas estdo restritos ao uso de solugdes lineares (problema de
Mathieu) ou solucdes fracamente ndo-lineares, 0 que n&o permite descrever o comportamento
dindmico ndo-linear no interior das regifes de instabilidade paramétrica e, em particular,
movimentos complexos como as oscilagdes sub-harménicas e cadticas exibidas pela casca
nestas regioes.



2. Formulacdo Matematica

Considera-se uma casca cilindrica circular, infinitamente longa, de radio R, espessura h,
modulo de elasticidade E, coeficiente de Poisson v, livre de imperfeicdes e submetida a um
carregamento axia periédico uniformemente distribuido atuando nas extremidades da casca
como visto na Fig. (1). Para a descricdo da geometria do cilindro tem-se que x é a coordenada
longitudinal, y é a coordenada circunferencial e z é a coordenada normal a superficie de
referéncia, como visto naFig. (1).0 carregamento periodico é daforma:

p(t) = po+pycos(wt) 1D

onde p, é a parcela estéticae p, cos(wt), a parcela dinamica.

A andlise da casca seré feita visando as deformagdes axiais periodicas de comprimento L.
A casca € modelada supondo que suas extremidades estdo livres de maneira que sua secaéo
circular continuacircular e concéntrica com sua configuracéo inicial.

As hipéteses utilizadas na formulacdo sdo: (a) o material é considerado homogéneo e
isotropico, (b) consideram-se as hipoteses de Kirchhoff, (c) as deformacdes especificas sdo
sempre pequenas, (d) considera-se o estado de tensdes aproximadamente plano e paraelo a
superficie média, (e) a inércia no plano é desprezada e, consequentemente, sO0 serdo
considerados movimentos harmoénicos transversais de flexdo, (f) sdo ignoradas as nédo-
linearidades nas deformacdes por curvatura, embora segjam consideradas as ndo linearidades
na deformag&o no plano médio, (g) h << R (casca fina) e (g) a aproximagdo de Donnell sdo
tomada como vélida, sendo: 2} <<% onde a é o comprimento médio de uma onda na diregdo
circunferencial.

Figura 1 - Casca cilindrica com carregamento axial

As equagdes de equilibrio e de compatibilidade que governam o comportamento da casca
cilindrica, segundo ateoria de cascas abatidas de Donnell, sdo:

mw+p, W+ B, AwW+DAw = f  w, +f, (wyy + yR)— 2f,, Wy, (2)
1, 1 )

= S - +

EhA f RWax ~Woo Wy + W,

onde A* é o operador biharménico, w, o deslocamento transversd, f, a fungdo de Airy,
()=a()/at, ().=0()lds, B, e B,, coeficientes de amortecimento, D, arigidez a flexéo
e m, amassa por unidade de érea.

A rigidez de membrana e arigidez de flex&o da casca séo dadas respectivamente por:
_ Eh Eh’

Tl ° T 12(1-07)



2.1 Energiado sistema

A energia interna de deformacdo elastica é a soma das energias de membrana (Um) e
flexdo (Ub). Estas parcelas de energia sdo descritas como fungbes quadréticas das
deformagbes especificas e das mudancas de curvatura, respectivamente, medidas com
referéncia a superficie média da casca indeformada.

A energia de membrana em termos da funcéo de tensdes €

_ 1 2 2
um = (af) —2(1+v)(f,mflw—f,w)dxdy (3)
Jaaenergia de flexdo em termos do deslocamento w €
_ D 2 2 ]
U = = [(AW) -2(1 _V)(W,xxw,yy_w,xy) dx dy (4)
O trabalho da carga axia aplicada a casca cilindrica € dado por:
2 2 0
Qaz_ﬂ Eﬁ fz i fz—ﬂawgﬂdxdy (5)
2 B?y 0 X Hax 5

A energiacinética é dada por:

T:ﬂ’%%ﬁdxdy (6)

Considera-se a dissipacdo de energia no meio e no material. Sendo assim, adotou-se um
amortecimento linear viscoso do meio (1) e um amortecimento visco-elastico do material
(B2), logo o trabalho das forcas de dissipacéo € escrito como:

m%mjj%%%z dx dy %BII%%VE dx dy (7

Para se resolver € necessaria a adocdo de uma funcdo aproximadora para 0s
deslocamentos laterais que permita descrever o sistema continuo como um sistema discreto.
Neste caso adotou-se uma funcdo aproximadora para w com dois graus de liberdade, da
forma:

_ y TIX
w(x,y) = &;h cos@%mgcosé%%ézh COSEZTQ (8)

sendo n € o nimero de ondas na direcéo circunferencial do cilindro.

Substituindo a expressdo (8) na equacdo de compatibilidade (2), obtém-se uma
equacdo diferencial parcia linear em f, que, apos resolvida, fornege a expressao da funcéo de
tensdo, f(x,y), compativel com a aproximacdo escolhida para w e que atende as devidas
condigdes de contorno e continuidade.

A energia potencial total éigual a

V=Um+Ub-Q, 9)
Substituindo as aproximacdes paraw e f em (9), resultaem:
1 1 1 1 1
Vo= SV &+ SV, 8+ 2V, &0 6 + =V &1 + = Vyy,, §0 & (10)
2 2 2 24 4

Os coeficientes da energia séo dados por:
0 2 2 n4 2
8a N 2B (1+ Y

ST a6

2 2 4
v,, = d6a”  647p v,

Hmr? 3(1—VZ)H

Vll

C

Y
:



O
-4a p? VZEVCa Vi = [3n2ﬁ4(]-+y4)]vc

0 0
D1+1D§VC

E Hi+y2)? lo+yv?)HE

onde as grandezas adimensionais a, 3 ey e o fator V¢ sdo dados por:

_ h _ h _ Ln _ MTEhRL
a = e B = V¥ = nre Ve T 16
Substituindo afuncéo w em (6), obtém-se para a energia cinética:
T = %Tuglz"'%-rzzgzz (10)

ondeT,, = }énmh2 RLeT,,=mmh’RL.
Igualmente, substituindo w na expressao das forgas dissipativas (7), tem-se:

R = YR &E+YR,& (12)

3 3
sendo: Rn:%rrﬁlhzRL+%n5B2%(1+y2)2eR22:n/31 W RL+167°B, 2
a

O trabalho das for¢as externas € escrito como:

Q, = %Vvll 612+%W22 &5 (12)

3|2 312
ondeV\/n:%p(t)T[hR m°h°R
L

eW,, = 4p(t)

2.2 Equagdes de movimento

A partir da funcdo de Lagrange e usando o principio de Hamilton, chega-se &s duas
equacdes ndo-lineares acopladas de movimento da casca cilindrica:

.. . 1 1
T11 51 + R11 51 + (V11 _Vvll)fl +V112 61 Ez + gvllll 513 + §V1122 61 622 = 0

. . 1 1
Top €2 + Rop &+ (Vop ~Wi) &5 +§V112 g2 +§V1122 £2g, = 0 (13)

3. METODOSNUMERICOS

Para a andlise do comportamento dinmico da casca foi necessario implementar e
desenvolver métodos numéricos para sistemas dinamicos com mais de um grau de liberdade.
Cabe ressdltar que a maioria dos trabalhos encontrados em dindmica néo-linear e os
programas computacionais disponivels estdo restritos a sistemas com um grau de liberdade.
Neste trabalho, foram desenvolvidas rotinas gréficas e numéricas para cdculo de diagramas
de bifurcagéo, expoentes de Lyapunov e bacias de atracéo.

Utilizou-se duas estratégias numéricas para o cdculo dos diagramas de bifurcacdo: o
método da forca bruta (para mais detalhes ver Nayfeh e Balachandran, 1995) e o método de
continuacdo (para mais detalhes ver Allgower e George, 1990

Igualmente, calculou-se os expoentes de Lyapunov associados a uma determinada
trgjetoria, os expoentes sdo uma medida da taxa de expansdo ou contragdo do espago na
vizinhanca da trgjetéria e medem a sensibilidade as condicfes iniciais ou perturbagdes. Uma
trgjetoria serainsensivel a perturbagdes se os expoentes de Lyapunov sdo todos negativos.



Para a determinacdo das bacias de atracdo utilizou-se uma variacdo do mapeamento de
células, inicialmente proposto por Hsu (1980), chamado PLICM (Poincaré Linear Interpolated
Cell Mapping). Este método esta baseado na idéia de introduzir secdes de Poincaré em um
espaco de estado multidimensional de um sistema dindmico e combin&lo com um
procedimento de interpolacdo dentro das células o que constitui uma discretizacdo do dominio
de interesse. Tendo um sistema dindmico de ordem M, escolhe-se uma se¢do de Poincaré (na
posicao x;=¢;) de dimensdo M-1 no espaco de estado. Dentro da se¢do de Poincaré escolhida,
sd0 definidas duas regides Dg € D), a primeira é utilizada para se obter um espaco deformado
através de uma primeira integragdo do sistema, e a segunda é a regido de interesse onde €
desgjado conhecer o comportamento do sistema (projecdo da bacia de atracdo na secéo X; =
&). O método consta de trés partes: integracdo para se obter um dominio deformado através
de uma mapeamento, interpolacéo e construcdo do mapeamento celular e “Unravelling” das
células periodicas. Paramais detalhes ver Levitas et al (1995, 1997).

4. APLICACAO NUMERICA

Considere uma casca cilindrica esbelta de ago com as seguintes propriedades fisicas e
geométricas: h = 0,002 m, R=02m, L =04 m, E = 2,1x10° kN/m?, v = 0,3 e m = 78,5
kg/m?. O coeficiente de amortecimento viscoso é B,=1,6% do amortecimento critico do
sistemalinear e 0 amortecimento do material €igual a3, =n D com n = 0,0001.

No modelo, as duas equacdes de equilibrio estético que governam o comportamento da
casca sao equactes ndo lineares acopladas. Estas equactes foram resolvidas utilizando-se o
método de Newton - Raphson; com o qual gerou-se 0 caminho pés-critico mostrado na Fig.
(2). Verificase que este caminho pos-critico é inicidmente instavel, sendo este fato
responsavel pela sensibilidade a imperfei¢cdes deste tipo de estrutura. Este caminho atinge um
minimo pds-critico associado a grandes deflexdes laterais, a partir do qual a casca passa a
apresentar um comportamento pés-critico estavel. Tem-se, portanto, que a casca perde a
estabilidade no ponto de bifurcacdo, exibindo um salto dindmico até atingir, um estado pos-
critico estavel relativo ao mesmo nivel de carregamento. Na Fig. (2) também € mostrada a
variacdo da freqUéncia natural minima da casca com o parametro de carga, ao longo do
caminho fundamental e do caminho pos-critico. Pode-se observar claramente a variacdo das
freqiiéncias para cada estagio. No fundamental as frequéncias sdo positivas mas vao
diminuindo a medida que a carga vai crescendo até se tornar nula no ponto correspondente a
P=P.g, Num segundo estégio essas fregquéncias adotam valores negativos indicando um

caminho pos-critico inicial instavel e, finalmente, no terceiro estagio, as frequéncias séo
novamente positivas indicando um incremento de rigidez da casca
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Figura 2 - Caminho p0s - critico da casca cilindrica e variagdo das frequéncias naturais.
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Figura 3 — Diagrama de bifurcacéo e se¢do de Poincaré da regido cadtica do diagrama.

Nas figuras a seguir Q é afrequéncia da forca excitadorae [ € o parametro de carga. Na
Fig. (3) € mostrado o diagrama de bifurcacdo obtido através do método da forca bruta
Inicialmente, para pequenos valores de [, tem-se que a posi¢ao fundamental é estavel, sendo
0 deslocamento transversal nulo. Apds um certo valor critico, passa-se a observar a existéncia
de solucBes periddicas de varias ordens e solucgdes cadticas. O método da forca bruta tem a
vantagem de detectar solucbes estaveis de qualquer ordem, inclusive solucbes cadticas.
Entretanto € incapaz de seguir ramos instaveis e mais de uma solucdo, para isto precisa-se
utilizar o método da continuacdo. Na Fig. (3) mostra-se também a secéo de Poincaré para uma
das regifes cadticas do diagrama de bifurcacéo.

Na Fig. (4) observam-se os diagramas de bifurcacdo calculados através do método da
continuacdo, tendo como parametro de controle T e Q = 1.0. Estes diagramas permitem
observar particularidades ndo observadas na Fig. (3). Verifica-se que ha duas bifurcacdes ao
longo do caminho fundamental (solucdo trivial); gerando solucdes de periodo 1 e 2. As
solugdes ndo-triviais exibem ramos estaveis e instavels. Na Fig. (5) sdo vistos os diagramas de
bifurcacéo na regido de ressonancia paramétrica principal (Q = 2.0. Nasfiguras (4) e (5), 1T e
2T indicam soluces de periodo um e solugdes de periodo 2, respectivamente.

NaFig. (6) apresenta-se 0s expoentes Lyapunov de um ponto estével obtido do diagrama
de bifurcagcdo, como pode ser visto, 0s expoentes mostram-se coerentes com o diagrama de
bifurcacéo.

NaFig. (7) sdo vistas duas projecdes das bacias de atracéo calculadas utilizando o método
PLICM. A primeira bacia refere-se a uma casca com carregamento estatico de 0,80. Foi
pesquisada a seguinte regido do espago fase x1=[-12,0...12,0], x2=[-10,0...10,0],
x3=[-10,0...10,0] e x4=0,0, sendo a bacia projetada no plano referente a x3=588. A
segunda foi obtida considerando o carregamento dindmico de 0.808 + 1.2 cos(t), sendo
andisada aregido x1=[-20,0...20,0], x2=[-150...150], x3=[-150...15,0], x4=00. A
baciafoi projetadano plano com x3=6,75.

5. CONCLUSOES

A adocdo do modelo simplificado da casca cilindrica permite avaliar o comportamento da
estrutura de forma adequada mostrando o efeito do acoplamento modal na resposta estética e
dindmica do cilindro. As ferramentas numéricas utilizadas mostraram-se eficazes para o
estudo de sistemas néo-lineares com mais de um grau de liberdade. Os resultados mostram
que a casca cilindrica apresenta um comportamento dinamico complexo, em virtude da grande
nao-linearidade gerada pelo acoplamento modal. Os diagramas de bifurcacéo e bacias de
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atracdo mostram a existéncia de solugdes estaveis e instéveis de varias ordens, incluindo a
existéncia de solugdes cadticas de grande amplitude.
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Figura 5 — Diagramas de bifurcacdo paraQ = 2.0.
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Non-linear Dynamic Behavior and Instabilities of Cylindrical Shells Under Axial
Periodic L oads.

ABSTRACT

Due to its complex non-linear behavior, the dynamics of cylindrical shells are not
completely understood and a wealth of new non-linear phenomena are still coming to light.
The complex dynamics of cylindrical shells under compressive forces is mainly due to the
presence of quadratic non-linearities emerging from strong modal coupling. In the present
paper alow dimensional model which retains the essential non-linear terms is used to study
the nonlinear oscillations and instabilities of the shell. For this, the Donnell shallow shell
equations, modified with the transverse inertia force, are used together with the Galerkin
method to derive a set of coupled ordinary differential equations of motion which are, in turn,
solved by the Runge-Kutta method. In order to study the non-linear behavior of the shell,
several numerical strategies were used to obtain Poincaré maps, stable and unstable fixed
points, bifurcation diagrams and basins of attraction. Specia attention is given to the
determination of the stability boundaries. The results obtained through this numerical
investigation clarify the conditions which control whether or not escape from the pre-buckling
potencial well takes place. This may help in stablishing proper design criteria for these shells
under dynamic loads, atopic practically unexplored in literature.

Keywords. Shells, Dynamic buckling, Modal interaction, Parametric Resonance.



